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١ فصل

ͳΎپیوست و حد



مقدمه ١-١

نقطه آن به مستقل متغير ͳوقت که شود معلوم تا کنيم ͳبررس نقطه�ای ͳ΋نزدي در را ͳتابع رفتار است لازم ͳگاه

΀توضي را حد شهودی مفهوم مثال Έي با ابتدا خير. يا م�ͳشوند Έنزدي ͳثابت عدد به تاب΄ مقادير م�ͳشود، Έنزدي

م�ͳدهيم.

را تاب΄ اين رفتار م�ͳخواهيم م�ͳگيريم. نظر در را f(x) = 2x− 3 ضابطه با f : R → R تاب΄ .١-١-١ مثال

کنيم. ͳبررس م�ͳشود Έنزدي 2 عدد به x ͳوقت

م�ͳدهيم. تش΋يل باشند، Έنزدي 2 به ͳکاف اندازه به که ͳهايx ازای به را f مقادير از ͳجدول منظور، اين به
x 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1

f(x) 0.8 0.98 0.998 1 1.002 1.02 1.2

م�ͳشود. نزدي�Έتر 1 عدد به f(x) مقدار شود، نزدي�Έتر 2 عدد به x قدر هر که م�ͳدهد نشان بالا جدول

به را x که ͳشرط به کنيم Έنزدي 1 عدد به بخواهيم اندازه�ای هر تا را f(x) مقادير م�ͳتوانيم ديΎر، عبارت به

دلخواه به م�ͳتوانيم را |f(x)− 1| ،ͳرياض بيان به کنيم. انتخاب 2 با برابر الزاما نه 2 عدد به Έنزدی ͳکاف اندازه

کنيم. انتخاب Έکوچ ͳکاف اندازه به را |x− 2| اين΋ه بر مشروط کنيم Έکوچ

(معمولا δ مانند ͳمثبت عدد ،ε > 0 هر برای اگر م�ͳنامیم a نقطه در f تاب΄ حد را L عدد تعریف١-١-٢.

که طوری به باشد داشته وجود (ε به وابسته

0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε.

است. L برابر م�ͳکند ميل a به x ͳوقت f(x) حد م�ͳخوانيم و limx→a f(x) = L م�ͳنويسيم صورت، اين در

:١-١ ش΋ل



بین ͳافق محور در x ͳوقت آنΎاه باشد، L برابر م�ͳکند میل a به x ͳوقت f تاب΄ حد اگر ،١-١ ش΋ل بر بنا

داشت. خواهد قرار L+ ε و L− ε بین قائم محور بر f(x) باشد، واق΄ a+ δ و a− δ

.limx→2(4x) = 8 کنيد ثابت حد تعريف از استفاده با .١-١-٣ مثال

که طوری به دارد وجود δ > 0 مانند عددی ،ε > 0 هر برای که کنيم ثابت بايد تعريف، بر بنا حل:

0 < |x− 2| < δ ⇒ |4x− 8| < ε.

داريم باشد، شده داده ε > 0 می΋نيم فرض

|4x− 8| = |4(x− 2)| = 4|x− 2|.

.|x− 2| < ε
4
م�ͳشود نتيجه 4|x− 2| < ε نامساوی از اما .|4x− 8| < ε آنΎاه ،4|x− 2| < ε اگر بنابراين

داريم زيرا کنيم. اختيار ε
4
برابر را δ م�ͳتوانيم پس

0 < |x− 2| < ε

4
⇒ 0 < 4|x− 2| = |4x− 8| < ε.

کرد. انتخاب م�ͳتوان نيز را ε
4
از کوچ΋تر مثبت عدد هر بل΋ه نيست، فرد به منحصر δ مقدار که کنيد توجه

زيرا کنيم. اختيار ε
5
برابر را δ م�ͳتوانيم مثال، برای

0 < |x− 2| < ε

5
⇒ |4x− 8| = 4|x− 2| < 5|x− 2| < ε.

تاب΄ که بدهيد نشان .۴-١-١ مثال

f(x) =

{
3x+ 1 x ≥ 0,
3x− 1 x < 0.

ندارد. حد x = 0 در

هر براي حد، تعريف بر بنا پس خلف). (فرض باشد L برابر x = 0 در f تاب΄ حد م�ͳکنيم فرض حل:

که گونه�ای به دارد وجود δ > 0 مانند عددی ،ε = 1
2
جمله از ،ε > 0

0 < |x− 0| < δ ⇒ 0 < |f(x)− L| < ε =
1

2
. (١-١)

f(x) = 3x− 1 آنΎاه ،−δ < x < 0 اگر اکنون است. −δ < x < δ و x ̸= 0 با معادل 0 < |x| < δ اما

داريم (١-١) بر بنا نتيجه در و

|f(x)− L| = |3x− 1− L| < 1

2
, (١-٢)

داريم (١-١) بر بنا نتيجه در و f(x) = 3x+ 1 آنΎاه ،0 < x < δ اگر و

|f(x)− L| = |3x+ 1− L| < 1

2
. (١-٣)

م�ͳآوريم دست به (۴-١) و (١-٣) ،(١-١) روابط از



2 = |1 + 1| = |1 + 1 + (3x+ L)− (3x− L)|

= |(3x+ 1− L) + (−3x+ 1 + L)|

= |3x+ 1− L|+ | − 3x+ 1 + L|

= |3x+ 1− L|+ |3x− 1− L|

<
1

2
+

1

2
= 1,

ندارد. حد x = 0 در f و است باطل خلف فرض بنابراين است. تناقض Έي اين که

است. فرد به منحصر حد اين آنΎاه باشد، حد دارای x = a در f تاب΄ اگر .۵-١-١ قضیه

تاب΄ حد درباره ͳقضاياي ١-٢

بخش اين در است. پيچيده و ͳطولان غالباً ،δ و ε Έکم به و حد تعريف از استفاده با تاب΄ حد مقدار محاسبه

صرف قضيه�ها اين اثبات از م�ͳشويم. آشنا تواب΄ حد محاسبه روش�های با و م�ͳکنيم بيان حد درباره را ͳقضاياي

کرده�ايم. نظر

صورت، اين در باشند. داشته وجود x = a در g و f تواب΄ حد م�ͳکنيم فرض .١-٢-١ قضیه

.limx→a cf(x) = c limx→a f(x) آنΎاه باشد، ͳثابت عدد c اگر الف)

.limx→a[f(x)]
r = [limx→a f(x)]

r آنΎاه باشد، ͳمثبت ͳحقيق عدد r اگر ب)

.limx→a[f(x)± g(x)] = limx→a f(x)± limx→a g(x) پ)

.limx→a[f(x)g(x)] = (limx→a f(x))(limx→a g(x)) ت)

.limx→a
f(x)
g(x)

= limx→a f(x)
limx→a g(x)

آنΎاه ،limx→a g(x) ̸= 0 اگر ث)

زوج n اگر رابطه اين در ،limx→a
n
√

f(x) = n
√
limx→a f(x) آنΎاه باشد، ͳمثبت ΀صحي عدد n اگر ج)

باشد. مثبت بايد limx→a f(x) باشد،

.limx→a |f(x)| = | limx→a f(x)| چ)

.limx→a(mx+ n) = ma+ n آنΎاه باشند، دلخواه عدد سه a و n ،m اگر .١-٢-٢ مثال

که طوری به دارد وجود δ > 0 مانند عددی ،ε > 0 هر برای که کنیم ثابت باید ، تعریف بر بنا حل:

0 < |x− a| < δ ⇒ |mx+ n− (ma+ n)| < ε.



داریم باشد. شده داده ε > 0 م�ͳکنیم فرض

|mx+ n− (ma+ n)| = |m||x− a|

نتیجه |m||x− a| < εنامساوی از اما .|mx+ n− (ma + n)| < ε آنΎاه ،|m||x− a| < ε اگر بنابراین

داریم زیرا کنیم. اختیار ε
|m| با برابر را δ م�ͳتوانیم پس .|x− a| < ε

|m| م�ͳشود

0 < |x− a| < ε

|m|
⇒ |mx+ n− (ma+ n)| < ε.

.١-٢-٣ مثال

lim
x→1

(5x3 − 3x+ 2) = lim
x→1

5x3 − lim
x→1

3x+ lim
x→1

2

= 5(lim
x→1

x)3 − 3(lim
x→1

x) + lim
x→1

2

= 5(1)3 − 3(1) + 2

= 4.

lim
x→0

−x4 + 2x2 + 1

3x2 + 5
=

limx→0 −x4 + 2x2 + 1

limx→0 3x2 + 5

=
−(0)4 + 2(0)2 + 1

3(0)2 + 5
=

1

5

است. مفید حدها محاسبه�ی در که م�ͳآید دست به زیر نتیجه ،١-٢-٢ مثال و ١-٢-١ قضیه��ی از

آنΎاه باشد، ͳحقیق عددی a و x از چندجمله�ای Έی p(x) اگر الف) .۴-١-٢ نتیجه

lim
x→a

p(x) = lim
x→a

(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0) = p(a).

طوری به است ͳحقیق عددی a و چندجمله�ای دو q(x) و p(x) آن در که باشد گویا ͳتابع r(x) = p(x)
q(x)

اگر ب)

آنΎاه ،q(a) ̸= 0 که

lim
x→a

r(x) = r(a).

داده تاب΄ تعريف ضابطه که است لازم ببريم، کار به را حد قضیه�های بتوانيم اين΋ه از قبل موارد، ͳبرخ در

کنيد. توجه زير مثال به کنيم. ساده را شده

کنيد. محاسبه را زير حدهای .۵-١-٢ مثال

.limx→0

√
x+9−3
x

ب) ،limx→3
x2−9
x−3

الف)

اين حد زيرا نم�ͳآورد. وجود به ͳل΋مش امر اين است. نشده تعريف x = 3 در f(x) = x2−9
x−3

تاب΄ الف)

به نم�ͳشود. شامل را x = 3 مقدار و دارد ͳΎبست 3 ͳ΋نزدي در x مقادير به تنها م�ͳکند، ميل 3 به x Ͷوقت تاب΄



داريم x ̸= 3 ازای
x2 − 9

x− 3
=

(x− 3)(x+ 3)

x− 3
= x+ 3.

داشت خواهيم نتيجه در

lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= lim

x→3
(x+ 3) = 3 + 3 = 6.

ͳول ببريم، کار به مستقيماً را قضيه نم�ͳتوانيم م�ͳکند، ميل صفر به کسر مخرج x = 0 ازای به چون ب)

در را کسر مخرج و صورت منظور، اين به کنيم. محاسبه قابل را حد اين م�ͳتوانيم جبری فن Έي از استفاده با

داريم م�ͳکنيم. ضرب صورت √مزدوج
x+ 9− 3

x
.
(
√
x+ 9 + 3)

(
√
x+ 9 + 3)

=
x+ 9− 9

x(
√
x+ 9 + 3)

=
1√

x+ 9 + 3
.

بنابراين،

lim
x→0

√
x+ 9− 3x = lim

x→0

1√
x+ 9 + 3

=
1

6
.

h(x) ≤ f(x) ≤ نامساوی�های در h و g ،f تواب΄ ،a شامل بازی بازه�ی در x هر ازای به اگر .۶-١-٢ قضیه

داريم و است حد دارای a در f تاب΄ آنΎاه ،limx→a h(x) = limx→a g(x) = L اگر و کنند صدق g(x)

.limx→a f(x) = L

ͳΎهمسای در تاب΄ مقادیر ͳبرخ زیر جدول .در است نشده تعریف x = 0 در f(x) = sinx
x

تاب΄ مثال١-٢-٧.

است. شده داده صفر
x ±1 ±0.5 ±0.1 ±0.01 ±0.001 → 0

f(x) 0.84147098 0.95885108 0.99833417 0.99998333 0.99999983 → 1

:١-٢ ش΋ل

به x متغیر ͳوقت که م�ͳکنیم ملاحظه است، شده رسم ١-٢ ش΋ل در که تاب΄ این نمودار و جدول به توجه با

پس: م�ͳشوند. نزدی�Έتر و Έنزدی 1 عدد به f(x) ،مقادیر م�ͳشود نزدی�Έتر و Έنزدی صفر عدد

lim
x→0

sin x

x
= 1.

کنید. محاسبه را limx→0
sin 5x

x
حد .١-٢-٨ مثال

حل:داریم

lim
x→0

sin 5x

x
= lim

x→0

5 sin 5x

5x
.



داریم ،θ = 5x کنیم اختیار اگر بنابراین .5x → 0 م�ͳشود نتیجه x → 0 از که کنید توجه

lim
x→0

sin 5x

x
= 5 lim

θ→0

sin θ

θ
= 5(1) = 5.

ي΋طرفه حدهای ١-٣

م�ͳگيريم نظر در را زير تعريف ضابطه با f تاب΄

f(x) =

{
3x+ 1 x ≥ 0,
3x− 1 x < 0. (۴-١)

است. شده رسم ١-٣ ش΋ل در f نمودار ندارد. حد x = 0 در تاب΄ اين که داديم نشان ۴-١-١ مثال در

.(۴-١) تاب΄ نمودار :١-٣ ش΋ل

عدد به f(x) م�ͳشود، Έنزدي صفر به راست سمت از x که Ͷوقت م�ͳشود ديده ش΋ل در که چنان مثال١-٣-١.

−1 عدد به f(x) م�ͳشود، Έنزدي صفر به (ͳمنف طرف (از چپ سمت از x که ͳامΎهن و م�ͳشود، Έنزدي 1

برابر 0 نقطه در f تاب΄ چپ حد و 1 با برابر 0 نقطه در f تاب΄ راست حد گوييم صورت، اين در م�ͳشود. Έنزدي

است. −1 با

م�ͳپردازيم. م�ͳشوند ناميده ي΋طرفه حدهای که تاب΄ Έي چپ و راست حدهای تعريف به اکنون

عدد ،ε > 0 ͳحقيق عدد هر برای اگر باشد. شده تعريف (a, c) بازه در f تاب΄ کنيم فرض تعریف١-٣-٢.

که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 مانند ͳمثبت

0 < x− a < δ ⇒ |f(x)− L| < ε,

.limx→a+ f(x) = L م�ͳنويسيم و م�ͳناميم x = a نقطه در f تاب΄ راست حد را L عدد آنΎاه



عدد ،ε > 0 ͳحقيق عدد هر برای اگر باشد. شده تعريف (b, a) بازه در f تاب΄ کنيم فرض تعریف١-٣-٣.

که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 مانند ͳمثبت

−δ < x− a < 0 ⇒ |f(x)− L| < ε,

.limx→a− f(x) = L م�ͳنويسيم و م�ͳناميم x = a نقطه در f تاب΄ چپ حد را L عدد آنΎاه

برقرارند. همچنان ي΋طرفه حدهای برای کرديم بيان ١-٢ بخش در که ͳقضاياي تمام .۴-١-٣ ن΋ته

بΎيريد. نظر در را زير تعريف ضابطه با f تاب΄ .۵-١-٣ مثال

f(x) =

{
3x+ 2 x ≥ 1,
5x− 2 x < 1.

کنيد. تعيين x = 1 در وجود صورت در را f تاب΄ راست و چپ حد

لذا .f(x) = 3x+ 2 داريم ،x > 1 چون ،x = 1 در f تاب΄ راست حد محاسبه برای

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(3x+ 2) = 3(1) + 2 = 5.

لذا .f(x) = 5x− 2 داريم ،x < 1 چون ،x = 1 در f تاب΄ چپ حد محاسبه برای

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(5x− 2) = 5(1)− 2 = 3.

نيستند. برابر x = 1 در f تاب΄ چپ و راست حد م�ͳشود ملاحظه که طوری به

وجود x = a در f تاب΄ چپ حد و راست حد اگر تنها و اگر دارد وجود x = a در f تاب΄ حد .۶-١-٣ قضیه

باشند. برابر هم با و داشته

نقطه در را چپ و راست حدهای م�ͳخواهيم م�ͳگيريم. نظر در را f(x) = [x] ΀صحي جزء تاب΄ مثال١-٣-٧.

کنيم. تعيين x = 2

حد دارای م�ͳکند ميل سمت2 به x که ͳامΎهن f تاب΄ م�ͳشود، ديده ۴-١ ش΋ل در که طوری به مثال١-٣-٨.

کوچ΋تر ͳاندک x که ͳامΎهن اما .[x] = 2 داریم شود، اختيار 2 از بزرگتر ͳکم يا 2 برابر x که ͳوقت زيرا نيست.

ͳيعن باشد، Έي از کوچ΋تر و مثبت عددی h اگر ديΎر، عبارت به .[x] = 1 داريم باشد، ،1.999 مثلا ،2 از

،2 < x < 2 + h که x هر ازای به و [x] = 1 داريم ،2− h < x < 2 که x هر ازای به آنΎاه ،0 < h < 1

با برابرند x = 2 در f چپ و راست حدهای ی΋طرفه، حدود تعريف� بر بنا نتيجه، در .[x] = 2 داريم

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

[x] = 1, lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

[x] = 2.

x = 2 در ،۶-١-٣ قضیه بر بنا تاب΄ اين نيستند، برابر x = 2 در ΀صحي جزء تاب΄ چپ و راست حدهای چون

ندارد. حد



.[x] تاب΄ نمودار :۴-١ ش΋ل

و ندارد حد x = n در f(x) = [x] تاب΄ که داد نشان م�ͳتوان n ΀صحي عدد هر ازای به ترتيب همين به

داريم

lim
x→n−

[x] = n− 1, lim
x→n+

[x] = n.

بينهايت حدهای ۴-١

است. شده رسم ۵-١ ش΋ل در تاب΄ اين نمودار م�ͳگيريم. نظر در را f(x) = 1
(x−1)2

تاب΄ .١-۴-١ مثال

.١-۴-١ مثال تاب΄ نمودار :۵-١ ش΋ل

کنيد. توجه زير جدول به می΋نيم. ͳبررس باشد 1 به Έنزدي x که ͳامΎهن را f(x) مقادير اکنون
x 1.1 1.01 1.001 1.0001

f(x) 100 104 106 108

بزرگ�تر f(x) مقدار شود، نزدي�Έتر 1 به راست سمت از x قدر هر م�ͳبينيم، فوق جدول در که طوری به

راست سمت از ͳکاف اندازه�ی به x آن΋ه بر مشروط کرد، بزرگ اندازه ͳب را f(x) م�ͳتوان ترتيب اين به م�ͳشود.



م�ͳدهيم نشان زير نماد با را خاصيت اين شود. نزدي�Έتر 1 به

lim
x→1+

1

(x− 1)2
= +∞

زير جدول منظور اين به م�ͳکنیم. ͳبررس م�ͳشود Έنزدي 1 به چپ سمت از x که ͳامΎهن را f(x) مقادير اکنون

م�ͳدهيم تش΋يل را
x 0 0.9 0.99 0.999 0.999

f(x) 1 100 104 106 108

اين شود. Ͷم بزرگتر f(x) مقدار میشود، نزدي΋تر 1 به چپ سمت از x قدر هر که م�ͳدهد نشان جدول اين

م�ͳدهیم نشان زير نماد با را خاصيت

lim
x→1−

1

(x− 1)2
= +∞.

که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 مانند عددی ،M مثبت ͳحقیق عدد هر برای اگر تعریف١-۴-٢.

0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > M,

م�ͳنویسیم و م�ͳنامیم بینهایت مثبت م�ͳکند، میل a سمت به x که ͳامΎهن را f تاب΄ حد آنΎاه

lim
x→a

f(x) = +∞.

ͳبررس 1 نقطه ͳ΋نزدی در را g(x) = −1
(x−1)2

تاب΄ رفتار م�ͳتوان ١-۴-١ مثال مشابه ͳروش با .٣-۴-١ مثال

است. شده رسم ۶-١ ش΋ل در تاب΄ نمودار کرد.

.٣-۴-١ مثال تاب΄ نمودار :۶-١ ش΋ل

خاصیت این کوچΈم�ͳشود. اندازه ͳب g(x) مقدار نزدیΈم�ͳشود، 1 عدد به x که ͳامΎهن م�ͳکنیم مشاهده

م�ͳدهیم نشان زیر صورت به را

lim
x→1

−1

(x− 1)2
= −∞.



که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 مانند عددی ،M مثبت ͳحقیق عدد هر برای اگر تعریف١-۴-۴.

0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < −M,

م�ͳنویسیم و م�ͳنامیم بینهایت ͳمنف م�ͳکند، میل a سمت به x که ͳامΎهن را f تاب΄ حد آنΎاه

lim
x→a

f(x) = −∞.

داریم باید، ͳمثبت و ΀صحی عدد n اگر .۵-۴-١ قضیه

. limx→0+
1
xn = +∞ الف)

ب)

lim
x→0−

1

xn
=

{
−∞ باشد، فرد n اگر
+∞ باشد، زوج n اگر

. 1
f(x)

→ 0 ،x → a ͳوقت اگر وفقط اگر f(x) → ∞ ،x → a ͳوقت .۶-۴-١ قضیه

گسترده�ی دستΎاه است، −∞ و +∞ نماد دو شامل ،ͳحقیق اعداد بر علاوه که را ͳاهΎدست .٧-۴-١ ن΋ته

است. برقرار زیر قواعد a ͳحقیق عدد هر ازای به دستΎاه این در م�ͳنامیم. ͳحقیق اعداد

a+ (+∞) = +∞,

a− (+∞) = −∞,

a.(+∞) =

{
+∞ a > 0,
−∞ a < 0,

a.(−∞) =

{
−∞ a > 0,
+∞ a < 0,

(+∞).(+∞) = +∞,

(−∞).(+∞) = −∞,

(−∞).(−∞) = +∞,

(+∞) + (+∞) = +∞,

(−∞) + (−∞) = −∞.

Έی صورت�ها این برای زیرا نیستند. معین ±∞
±∞ و (+∞)+ (−∞) ،0× (±∞) ،0

0
مانند ͳصورت�های اما

م�ͳنامیم. نامعین صورت یا مبهم صورت Έی را صورت�ها این از Έی هر ندارد. وجود فرد به منحصر مقدار



دیدیم، حد درباره ١-٢ بخش در که ͳقضایای تمام شد، گفته ٧-۴-١ در آنچه گرفتن نظر در با .٨-۴-١ ن΋ته

برقرارند. نیز بینهایت حدهای برای

کنید. محاسبه x = 2 در را f(x) = x
x−2

تاب΄ چپ و راست حدهای .٩-۴-١ مثال

داریم ،limx→2(x− 2) = 0 م�ͳدانیم حل:

lim
x→2+

x

x− 2
= ( lim

x→2+
x)( lim

x→2+

1

x− 2
).

که ͳحال در (x − 2) بنابراین، .x − 2 > 0 داریم م�ͳکند، میل 2 به راست سمت از x که ͳامΎهن ،ͳطرف از

داریم لذا م�ͳکند. میل صفر سمت به است مثبت همیشه

lim
x→2+

x

x− 2
= ( lim

x→2+
x)( lim

x→2+

1

x− 2
) = 2(+∞) = +∞.

همیشه (x − 2) که ͳحال در بنابراین، .x − 2 < 0 داریم کند، میل 2 به چپ سمت از x اگر ترتیب همین به

داریم درنتیجه م�ͳکند. میل صفر به است ͳمنف

lim
x→2−

x

x− 2
= ( lim

x→2−
x)( lim

x→2−

1

x− 2
) = 2(−∞) = −∞.

کنید. محاسبه را limx→2

√
4−x2

x−2
حد .١٠-۴-١ مثال

داریم حل:

lim
x→2−

√
4− x2 =

√
lim
x→2−

4− x2 = 0, lim
x→2−

(x− 2) = 0.

کنیم تقسیم مخرج حد بر را صورت حد نم�ͳتوانیم کسر حد محاسبه برای صفرند، دو هر مخرج و صورت حد چون

ͳقضایای از استفاده برای را راه تا م�ͳدهیم انجام کسر روی را زیر جبری اعمال لذا است. ͳنامعین صورت 0
0
زیرا

باشیم. کرده هموار م�ͳدانیم حد محاسبه مورد در که

داریم و 4− x2 > 0 یا x2 < 4 درنتیجه و x < 2 پس ،x → 2− چون
√
4− x2

x− 2
=

√
4− x2

x− 2
.

√
4− x2

√
4− x2

=
4− x2

(x− 2)
√
4− x2

=
(2− x)(2 + x)

−(2− x)
√
4− x2

=
−(2 + x)√
4− x2

.

داریم م�ͳکند، میل صفر سمت به است مثبت همیشه که ͳحال در
√
4− x2 و limx→2−

√
4− x2 = 0 چون

lim
x→2−

1√
4− x2

= +∞.

م�ͳآوریم دست به نتیجه، در

lim
x→2−

√
4− x2

x− 2
= lim

x→2−

−(2 + x)√
4− x2

= ( lim
x→2−

−(2 + x))( lim
x→2−

1√
4− x2

) = −4(+∞) = −∞



بینهایت در حد ۵-١

م�ͳگوییم ͳوقت م�ͳپردازیم. شود، بزرگ ͳکاف اندازه به x که ͳامΎهن ،f مانند ͳتابع رفتار ͳبررس به بخش این در

باشد. Mبزرگتر مانند دلخواه مثبت مقدار هر از x که است این منظور م�ͳکند، اختیار دلخواه به را بزرگ مقادیر x

.x → +∞ نویسیم ͳم صورت این در

میل بینهایت ͳمنف به x م�ͳگوییم کند، اختیار را N مانند ͳمنف عدد هر از کوچ΋تر دلخواه مقدار هر x هرگاه

.x → −∞ م�ͳنویسیم و م�ͳکند

است. شده رسم ١-٧ ش΋ل در تاب΄ این نمودار گیریم. ͳم نظر در را f(x) = 3x2

x2+1
تاب΄ .١-۵-١ مثال

.١-۵-١ مثال تاب΄ نمودار :١-٧ ش΋ل

است. شده محاسبه x بزرگ مقادیر ͳبعض برای f(x) مقادیر زیر جدول در .٢-۵-١ مثال
x 10 100 1000 10000

f(x) 300
101

30000
100001

3000000
1000001

300000000
100000001

3 عدد به f(x) مقادیر م�ͳشوند، بزرگ�تر x مثبت مقادیر که تدری; به م�ͳبینیم، بالا جدول در که طوری به

م�ͳدهیم. نشان زیر صورت به را خاصیت این م�ͳشوند. نزدی�Έتر

lim
x→+∞

3x2

x2 + 1
= 3.

کرده�ایم. محاسبه x ͳمنف و Έکوچ مقادیر ͳبعض را f(x) مقادیر زیر جدول در
x −10 −100 −1000 −10000

f(x) 300
101

30000
100001

3000000
1000001

300000000
100000001

تدری; به بنابراین است. زوج ͳتابع f ͳیعن ،f(−x) = f(x) داریم x ͳحقیق عدد هد برای که کنید توجه

نشان زیر صورت به را خاصیت این م�ͳشوند. نزدی΋تر 3 عدد به f مقادیر م�ͳشوند، کوچ΋تر x ͳمنف مقادیر که

م�ͳدهیم

lim
x→−∞

3x2

x2 + 1
= 3.



که طوری به باشد داشته وجود (ε به وابسته M(معمولا˦ مانند ͳمثبت عدد ،ε > 0 هر برای اگر تعریف١-۵-٣.

x > M ⇒ |f(x)− L| < ε,

.limx→+∞ f(x) = L م�ͳنویسیم و م�ͳنامیم کند، میل بینهایت مثبت سمت به x که ͳامΎهن f تاب΄ حد Lرا آنΎاه

که طوری به باشد داشته وجود (ε به وابسته (معمولا˦ N مانند ͳمثبت عدد ،ε > 0 هر برای اگر تعریف١-۴-۵.

x < −N ⇒ |f(x)− L| < ε,

.limx→−∞ f(x) = L م�ͳنویسیم و م�ͳنامیم کند، میل بینهایت ͳمنف سمت به x که ͳامΎهن f تاب΄ حد را L آنΎاه

داریم آنΎاه باشد، ͳمثبت ΀صحی عدد n اگر .۵-۵-١ مثال

.limx→+∞
1
xn = 0 الف)

. limx→−∞
1
xn = 0 ب)

است. زیر صورت به بالا مثال تعمیم

اگر صورت این در باشد. −∞ یا +∞ نمادهای از ͳ΋ی یا ͳحقیق عددی a م�ͳکنیم فرض .۶-۵-١ قضیه

.limx→a
1

f(x)
= 0 آنΎاه ،limx→a f(x) = −∞ یا limx→a f(x) = +∞

یا x → +∞ آنها در که ͳحدهای مورد در دیدیم ١-٢ بخش� در حد درباره که ͳقضیه�های تمام .٧-۵-١ ن΋ته

م�ͳکند. صدق نیز x → −∞

کنید. محاسبه را limx→+∞
3x+4
2x−1

حد .٨-۵-١ مثال

مخرج و صورت در که x توان بزرگترین بر را کسری تاب΄ مخرج و صورت شده، داده حد محاسبه برای حل:

داشت خواهیم م�ͳکنیم. تقسیم دارد وجود کسر

lim
x→+∞

3x+ 4

2x− 1
= lim

x→+∞

3 + 4
x

2− 1
x

=
3 + 4(0)

2− 0
=

3

2
.

کنید. محاسبه را limx→−∞
3x2+2x−1
5x3+x2+4

حد .٩-۵-١ مثال

کسر مخرج و صورت در که x توان بزرگترین بر را کسر مخرج و صورت شده، داده حد محاسبه برای حل:

داشت خواهیم م�ͳکنیم. تقسیم ،x3 ͳیعن دارد، وجود

lim
x→−∞

3x2 + 2x− 1

5x3 + x2 + 4
= lim

x→−∞

3
x
+ 2

x2 − 1
x3

5 + 1
x
+ 4

x3

=
3(0) + 2(0)− 0

5 + 0 + 4(0)
= 0.



کنید. محاسبه را limx→+∞
5x2−3x
2x+1

حد .١٠-۵-١ مثال

داشت خواهیم م�ͳکنیم. تقسیم x2 بر را کسر مخرج و صورت شده، داده حد محاسبه برای حل:

lim
x→+∞

5x2 − 3x

2x+ 1
= lim

x→+∞

5− 3
x

x
2
+ 1

x2

=
5− 3(0)

2(0) + 0
= +∞.

کنیم. خلاصه زیر صورت به م�ͳتوانیم را اخیر مثال سه از حاصل نتای;

تعریف ضابطه با ͳگویای تاب΄ f اگر .١١-۵-١ قضیه

f(x) =
a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an

b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm

آنΎاه باشد،

lim
x→±∞

f(x) =


0 n < m,
±∞ n > m,
a0
b0

n = m.
(۵-١)

xn بر دوم حالت در و xm بر سوم و اول حالت�های در را f(x) مخرج و صورت است ͳکاف اثبات برای

کنیم. تقسیم

کنید. محاسبه را limx→+∞
2x√
x2+3

حد .١٢-۵-١ مثال

داریم حل:

lim
x→+∞

2x√
x2 + 3

= lim
x→+∞

2x√
x2(1 + 3

x2 )

داریم بنابراین .
√
x2 = |x| = x ،ͳیعن .x > 0 م�ͳشود نتیجه x → +∞ از

lim
x→+∞

2x√
x2(1 + 3

x2 )
= lim

x→+∞

2x

x
√

1 + 3
x2

=
2√
1 + 0

= 2.

کنید. محاسبه را limx→+∞(
√
x2 + 2x+ 5− x) حد .١٣-۵-١ مثال

∞−∞ نامعین عبارت صورت این در زیرا ببریم، کار به را تاب΄ دو مجموع حد نم�ͳتوانیم مورد این در حل:
√
x2 + 2x+ 5+ ͳیعن مزدوجصورت در را

√
x2+2x+5−x

1
مخرج صورتو مش΋ل این رف΄ برای م�ͳشود. حاصل

داریم م�ͳکنیم. ضرب x

lim
x→+∞

√
x2 + 2x+ 5− x = lim

x→+∞

(
√
x2 + 2x+ 5− x)(

√
x2 + 2x+ 5 + x)√

x2 + 2x+ 5 + x

= lim
x→+∞

x2 + 2x+ 5− x2

√
x2 + 2x+ 5 + x

= lim
x→+∞

2x+ 5√
x2(1 + 2

x
+ 5

x2 ) + x

= lim
x→+∞

x(2 + 5
x
)

√
x2

√
1 + 2

x
+ 5

x2 + x
.



بنابراین، .
√
x2 = |x| = x و x > 0 پس ،x → +∞ چون

= lim
x→+∞

x(2 + 5
x
)

x(
√

1 + 2
x
+ 5

x2 + 1)
= 1.

داریم: را زیر حدهای ،f(x) = Lnx ͳطبیع لΎاریتم تاب΄ نمودار به توجه با .ͳاریتمΎل تاب΄ حد

،limx→+∞ Lnx = +∞ الف)

.limx→0+ Lnx = −∞ ب)

:١-٨ ش΋ل

داریم: را زیر حدهای ،f(x) = ex ͳنمای تاب΄ نمودار به توجه با .ͳنمای تاب΄ حد

،limx→+∞ ex = +∞ الف)

.limx→−∞ ex = 0 ب)

:١-٩ ش΋ل



تاب΄ ͳΎپیوست ۶-١

باشد: برقرار زیر شرط سه که ͳصورت در م�ͳنامیم پیوسته x = a در را f تاب΄ تعریف١-۶-١.

باشد. داشته وجود f(a) ͳیعن باشد، شده تعریف a در f الف)

باشد. داشته حد a در f ب)�

.limx→a f(x) = f(a) ͳیعن باشد، نقطه این در تاب΄ مقدار برابر x = a در f تاب΄ حد ج)

پیوسته a در f اگر م�ͳنامیم. ناپیوسته x = a در را f نباشد، برقرار x = a در بالا شرایط از ͳ΋ی هرگاه

م�ͳنامیم. f ͳΎناپیوست نقطه Έی را a نباشد،

تاب΄ این اما است. نشده تعریف 2 در f تاب΄ زیرا است، ناپیوسته x = 2 در f(x) = x2−4
x−2

تاب΄ مثال١-۶-٢.

داریم و است حد دارای x = 2 در

lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 2)

x− 2
= lim

x→2
(x+ 2) = 4.

کنید. ͳبررس x = 1 در را f(x) =
{

2x− 3 x ≥ 1
4x− 2 x < 1

تاب΄ ͳΎپیوست .٣-۶-١ مثال

داریم ͳطرف از اما است. برقرار ١-۶-١ تعریف (الف) شرط ،f(1) = −1 چون حل:

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(2x− 3) = −1, lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(4x− 2) = 2.

شرط بنابراین ندارد. وجود x = 1 در f تاب΄ حد نیستند، برابر x = 1 در f تاب΄ راست و چپ حدهای چون

نیست. پیوسته x = 1 در f تاب΄ درنتیجه نیست. برقرار ͳΎپیوست تعریف (ب)

کنید. ͳبررس x = 0 در را f(x) =


x2 + 1 x > 0
2 x = 0
3x+ 1 x < 0

تاب΄ ͳΎپیوست .۴-۶-١ مثال

داریم ͳطرف از اما است. برقرار ١-۶-١ تعریف (الف) شرط ،f(0) = 2 چون حل:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(x2 + 1) = 1, lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(3x+ 1) = 1.

پس .limx→0 f(x) ̸= f(0) اما است. برقرار نیز ١-۶-١ تعریف (ب) شرط ͳیعن limx→0؛ f(x) = 1 پس

نیست. پیوسته x = 0 در f تاب΄ درنتیجه نیست. برقرار ͳΎپیوست تعریف (ج) شرط

و باشد شده تعریف a در f هرگاه دارد، راست ͳΎپیوست x = a در f تاب΄ م�ͳگوییم الف) تعریف١-۵-۶.

.limx→a+ f(x) = f(a)

limx→a− f(x) = و باشد شده تعریف a در f هرگاه دارد، چپ ͳΎپیوست x = a در f تاب΄ م�ͳگوییم الف)

.f(a)



ͳΎپیوست نه x = 0 در ۴-۶-١ مثال تاب΄ و دارد راست ͳΎپیوست x = 1 در ٣-۶-١ مثال تاب΄ مثال١-۶-۶.

چپ. ͳΎپیوست نه دارد راست

را تاب΄ Έی ͳΎپیوست م�ͳتوان δ و ε نمادهای از استفاده با دیدیم، حد تعریف در آنچه به توجه با .٧-۶-١ ن΋ته

کرد: تعریف نقطه Έی در

که طوری به باشد داشته وجود δ مانند ͳمثبت عدد ،ε > 0 هر برای اگر م�ͳنامیم پیوسته x = a در را f تاب΄

|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

آنΎاه باشند، پیوسته x = a در g و f تواب΄ هرگاه .٨-۶-١ قضیه

است. پیوسته x = a در f ± g تاب΄ الف)

است). ثابت عددی k) است پیوسته x = a در kf(x) تاب΄ الف)

است. پیوسته x = a در f × g تاب΄ الف)

است. پیوسته x = a در f
g
تاب΄ آنΎاه ،g(a) ̸= 0 اگر الف)

نقطه آن در چندجمله�ای مقدار با برابر حد این و دارد حد ͳحقیق عدد هر در چندجمله�ای تاب΄ هر .٩-۶-١ ن΋ته

است. پیوسته ͳحقیق عدد هر در چندجمله�ای تاب΄ هر بنابراین، است.

هر ازای به زیرا است، پیوسته دامنه�اش همه در f(x) = p(x)
q(x)

گویای تاب΄ هر ،۴-١-٢ نتیجه بر بنا همچنین،

داریم q(a) ̸= 0 که a ∈ R

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

p(x)

q(x)
=

p(a)

q(a)
= f(a).

آنΎاه �،limx→a g(x) = g(b) و باشد پیوسته x = b در f تاب΄ اگر .١٠-۶-١ قضیه

lim
x→a

(f ◦ g)(x) = f(b),

دیΎر، بیان به

lim
x→a

(f ◦ g)(x) = f(lim
x→a

g(x)).

خواهد پیوسته a در f ◦ g مرکب تاب΄ �آنΎاه باشد، پیوسته g(a) در f تاب΄ و a در g تاب΄ اگر .١١-۶-١ قضیه

بود.

است. پیوسته دامنه�اش از نقطه هر در h(x) = (2x3 + 3x+ 5)10 تاب΄ دهید نشان .١٢-۶-١ مثال

داریم .g(x) = 2x3 + 3x+ 5 و f(x) = x10 م�ͳکنیم فرض حل:

(f ◦ g)(x) = f(2x3 + 3x+ 5) = (2x3 + 3x+ 5)10 = h(x).



،١١-۶-١ قضیه طبق بنابراین، پیوسته�اند. ͳحقیق اعداد مجموعه روی ͳیعن خود، دامنه نقطه هر در g و f تاب΄ دو

است. پیوسته R روی h تاب΄

م�ͳشود: نتیجه ١١-۶-١ قضیه از

مثبت و ΀صحی عدد هر ازای به g(x) = n
√
f(x) تاب΄ آنΎاه باشد، پیوسته a در f تاب΄ اگر .١٣-۶-١ نتیجه

.f(a) > 0 باشیم داشته باید ،n زوج مقادیر برای بود. خواهد پیوسته a در n

باشد. پیوسته بازه این از نقطه هر در f هرگاه گوییم، پیوسته (a, b) بازه در را f تاب΄ تعریف١-١۴-۶.

−3 و 1 استثنای به ͳحقیق عدد هر در تاب΄ این م�ͳگیریم. نظر در را f(x) = 5x3−1
(x−1)(x+3)

تاب΄ مثال١-١۵-۶.

بود. خواهد پیوسته نباشد، −3 و 1 شامل که بازی بازه هر در ،١۴-۶-١ تعریف بر بنا درنتیجه، و است پیوسته

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم، پیوسته [a, b] بازه در را f تاب΄ تعریف١-١۶-۶.

باشد. پیوسته (a, b) بازه در f الف)

باشد. داشته راست ͳΎپیوست a در f ب)

باشد. داشته چپ ͳΎپیوست b در f ج)

کنید. ͳبررس [−2, 2] بازه در را زیر تعریف ضابطه با تاب΄ ͳΎپیوست .١٧-۶-١ مثال

f(x) =

{
3x+ 2 −2 ≤ x < 1,
x+ 4 1 ≤ x ≤ 2.

و f(1) = 5 چون حل:

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(3x+ 2) = 5, lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(x+ 4) = 5.

است. پیوسته (−2, 2) بازه در f بنابراین، است. پیوسته x = 1 در f ͳیعن ،limx→1 f(x) = 5 = f(1) پس

داریم ͳطرف از

lim
x→(−2)+

f(x) = lim
x→(−2)+

(3x+ 2) = −4, lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(x+ 4) = 6.

است. پیوسته [−2, 2] بازه در f ،١۶-۶-١ تعریف بر بنا درنتیجه،



٢ فصل

مشتق



مهم مفهوم تعریف به ،ͳاساس مفهوم این از استفاده با فصل این در شدیم. آشنا حد مفهوم با قبل فصل در

مشتق مطالعه با است. هم به نسبت متغیرها تغییرات اندازه�گیری برای ͳریاض ابزار Έی مشتق م�ͳپردازیم. مشتق

م�ͳتوانیم کمΈمشتق به این، بر علاوه کنیم. تعیین م�ͳآید پیش مختلف مسائل در که را ͳتغییرات Ίآهن م�ͳتوانیم

کنیم. ͳبررس نیز را تواب΄ مینیم و ماکسیمم

مشتق مفهوم ٢-١

نظر در زمان از ͳتابع عنوان به را آن م�ͳتوانیم پس م�ͳکند. تغییر زمان گذشت با کودک وزن .٢-١-١ مثال

.w(t2)−w(t1) با است برابر [t1, t2] ͳزمان بازه در کودک وزن تغییر آنΎاه بنامیم، w(t) را تاب΄ این اگر بΎیریم.

دست به ͳزمان بازه این طول بر او وزن تغییر تقسیم از ،ͳزمان بازه این در کودک وزن تغییر متوسط Ίآهن

.w(t2)−w(t1)
t2−t1

با است برابر [t1, t2] ͳزمان بازه در w(t) تغییر متوسط Ίآهن بنابراین، م�ͳآید.

(a, b) بازه در x1 و x0 عدد دو هر برای باشد. شده تعریف [a, b] بازه در f تاب΄ م�ͳکنیم فرض تعریف٢-١-٢.

و است f(x1)− f(x0) برابر کند تغییر x1 تا x0 از x که ͳامΎهن f(x) مقدار تغییر ،a < x0 < x1 < b که

است. f(x1)−f(x0)
x1−x0

برابر [x0, x1] بازه در f تغییر متوسط Ίآهن

م�ͳپردازیم. نقطه Έی در تاب΄ مشتق تعریف به تاب΄ Έی تغییر متوسط Ίآهن از استفاده با اکنون

اگر م�ͳگیریم. نظر در را f دامنه در a نقطه و y = f(x) تاب΄ تعریف٢-١-٣.

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
(٢-١)

م�ͳدهیم. نشان f ′(a) با و م�ͳنامیم a نقطه در f تاب΄ مشتق را آن باشد، داشته وجود

م�ͳگوییم. مشتق�پذیر a در را f باشد، داشته مشتق a نقطه در f تاب΄ اگر

صفر برابر ͳحقیق عدد هر در است، ͳثابت ͳحقیق عدد c آن در که f(x) = c ثابت تاب΄ مشتق .۴-٢-١ مثال

است.

داریم صورت، این در .a ∈ R کنیم فرض حل:

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a

c− c

x− a
= 0.

آورید. دست به تعریف از استفاده با x = 2 در را f(x) = 3x2 − 4x تاب΄ مشتق .۵-٢-١ مثال

داریم حل:

f ′(2) = lim
x→2

f(x)− f(2)

x− 2
= lim

x→2

(3x2 − 4x)− (12− 8)

x− 2

= lim
x→2

3x2 − 4x− 4

x− 2
= lim

x→2

(3x+ 2)(x− 2)

x− 2
= 8.



داریم و است مشتق�پذیر تاب΄ دامنه�ی روی است، ͳحقیق عددی r آن در که f(x) = xr تاب΄ .۶-٢-١ قضیه

.f ′(x) = rxr−1

آورید. دست به را f(x) =
√
x تاب΄ مشتق .٢-١-٧ مثال

داریم x > 0 هر برای م�ͳبریم. کار به r = 1
2
ازای به را ۶-٢-١ قضیه�ی ،

√
x = x

1
2 چون حل:

f ′(x) =
1

2
x

1
2
−1 =

1

2
√
x
.

و اگر x → a ͳطرف از .x = a+ h م�ͳآوریم دست به ،h = x− a بدهیم قرار تعریف در اگر .٢-١-٨ ن΋ته

صورت به م�ͳتوان را (٢-١) درنتیجه .h → 0 اگر تنها

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
(٢-٢)

آورد. دست به نیز (٢-٢) رابطه از م�ͳتوان را در تاب΄ مشتق بنابراین، نوشت.

آن در تاب΄ نمودار بر مماس خط شیب به م�ͳتوان را نقطه Έی در تاب΄ Έی مشتق مفهوم مشتق. ͳهندس تعبیر

را Q(a+ h, f(a+ h)) و P (a, f(a)) نقطه دو و y = f(x) تاب΄ مطلب، شدن روشن برای کرد. تعبیر نقطه

کنید. توجه ٢-١ ش΋ل به م�ͳگیریم. نظر در نمودار روی

:٢-١ ش΋ل

داریم PMQ قائم�الزاویه مثلث در

tanα =
QM

PM
=

f(a+ h)− f(a)

h
.

این در باشد. مشتق�پذیر x = a در f تاب΄ م�ͳکنیم فرض اکنون است. PQ قائم خط شیب tanα م�ͳدانیم

،٢-١-٣ تعریف بر بنا صورت،

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h



سوی به تاب΄ نمودار روی Q نقطه و م�ͳماند ثابت P نقطه شود، Έنزدی صفر به h که ͳامΎهن بنابراین دارد. وجود

Έنزدی حد عنوان به f ′(a) مقدار به آن شیب که م�ͳدهد تغییر چنان را امتدادش PQ خط و م�ͳکند حرکت P

شود. تعریف f ′(a) با برابر P نقطه در تاب΄ نمودار شیب که است ͳمنطق پس م�ͳشود.

برابر م�ͳدهیم نشان m(a) با را آن که x = a نقطه در f نمودار بر مماس خط شیب الف) .٢-١-٩ نتیجه

.m(a) = f ′(a) دیΎر، عبارت به نقطه، این در f تاب΄ مشتق با است

عمود نقطه این در نمودار بر مماس خط بر که است ͳخط x = a نقطه در f تاب΄ نمودار بر عمود خط ب)

.m′(a) = − 1
m(a)

داریم باشد، نقطه این در نمودار بر عمود خط شیب m′(a) اگر پس است.

با است برابر x نقطه در f تاب΄ مشتق تعریف، بر بنا تعریف٢-١-١٠.

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

x
.

م�ͳدهیم. x∆نشان نماد با را آن و م�ͳنامیم مستقل متغیر نمو باشد ͳمنف یا مثبت است مم΋ن که را h رابطه این در

م�ͳنویسیم بنابراین م�ͳدهیم. f∆نشان y∆یا نماد با و م�ͳنامیم h ازای به f تاب΄ نمو را f(x+h)−f(x) تفاضل

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
.

. df
dx

و dy
dx

،y′ مانند م�ͳدهند، نشان نیز دیΎری نمادهای با را y = f(x) تاب΄ مشتق

م�ͳکند. بیان نقطه Έی در را آن ͳΎپیوست و تاب΄ Έی مشتق�پذیری رابطه زیر قضیه

است. پیوسته نقطه این در آنΎاه باشد، مشتق�پذیر x = a نقطه در f تاب΄ اگر .٢-١-١١ قضیه

ͳول باشد، پیوسته نقطه�ای در ͳتابع است مم΋ن ͳیعن نیست. درست قضیه ع΋س که کنید توجه .٢-١-١٢ ن΋ته

limx→0 f(x) = 0 = f(0) از م�ͳگیریم. نظر در را f(x) = |x| تاب΄ مثال برای نباشد. مشتق�پذیر نقطه آن در

داریم زیرا نیست، مشتق�پذیر نقطه آن در تاب΄ این اما است. پیوسته x = 0 نقطه در f تاب΄ که م�ͳشود نتیجه

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

|x| − 0

x− 0
=

{
1 x > 0,
−1 x < 0.

f ′
−(a) و f ′

+(a) نمادهای با ترتیب به را x = a در y = f(x) تاب΄ چپ و راست مشتق�های تعریف٢-١-١٣.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان

f ′
+(a) = lim

h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
,

f ′
−(a) = lim

h→0−

f(a+ h)− f(a)

h
,

م�ͳنامیم. ی΋طرفه مشتق�های را چپ و راست مشتق�های باشند. داشته وجود حدها این این΋ه بر مشروط



باشند. مساوی و موجود f ′
−(a) و f ′

+(a) اگر تنها و اگر است موجود f ′(a) .١۴-٢-١ قضیه

نقطه این در ͳول است، پیوسته x = 1 در f(x) =
{

3 + 1 x ≥ 1
2x2 + 2 x < 1

تاب΄ دهید نشان .١۵-٢-١ مثال

نیست. مشتق�پذیر

داریم حل:

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(3x+ 1) = 4, lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(2x2 + 2) = 4.

f چپ و راست مشتق�های اکنون است. پیوسته x = 1 در f که م�ͳشود نتیجه limx→1 f(x) = 4 = f(1) از

م�ͳکنیم. محاسبه x = 1 در را

f ′
+(1) = lim

h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0+

3(1 + h) + 1− 4

h
= lim

h→0+

3h

3
= 3,

f ′
−(1) = lim

h→0−

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0−

2(1 + h)2 + 2− 4

h
= lim

h→0−

2h2 + 4h

1
= 4.

مشتق�پذیر x = 1 در f تاب΄ ١۴-٢-١ قضیه بر بنا پس نیستند. مساوی x = 1 در f چپ و راست مشتق�های

نیست.

اگر م�ͳنامیم مشتق�پذیر [a, b] بسته بازه در را f تاب΄ تعریف٢-١-١۶.

باشد. مشتق�پذیر (a, b) باز بازه در f الف)

باشند. داشته وجود f ′
−(b) و f ′

+(a) ی΋طرفه مشتق�های ب)

مشتق قضایای ٢-٢

آنΎاه باشند، مشتق�پذیر g و f تواب΄ اگر .٢-٢-١ قضیه

داریم و است مشتق�پذیر f(x) + g(x) مجموع الف)

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g(x)′.

داریم و است مشتق�پذیر f(x)− g(x) تفاضل ب)

(f(x)− g(x))′ = f ′(x)− g(x)′.

داریم و است مشتق�پذیر kf(x) تاب΄ ،k ͳحقیق عدد هر برای ج)

(kf(x))′ = kf ′(x).

داریم و است مشتق�پذیر f(x)g(x) حاصل�ضرب د)

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).



داریم و است مشتق�پذیر f(x)
g(x)

خارج�قسمت ه)

(
f(x)

g(x)
)′ =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

(g(x))2
.

داریم و است مشتق�پذیر fn(x) تاب΄ ،n ͳطبیع عدد هر برای و)

(fn(x))′ = nfn−1(x)f ′(x)

جمله�ای چند تاب΄ ،٢-٢-١ و ۶-٢-١ قضیه�ی طبق .٢-٢-٢ مثال

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

داریم و است مشتق�پذیر ͳحقیق اعداد تمام در

p′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1.

مرکب تاب΄ آنΎاه باشند، مشتق�پذیر u = g(x) و y = f(u) تواب΄ اگر زنجیری) (قاعده .٢-٢-٣ قضیه

داریم و است مشتق�پذیر y = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(u)

dy

dx
=

d

dx
(f ◦ g)(x) = df

du
.
du

dx
.

به x به نسبت را f تاب΄ مشتق .u = 2x3 − x + 5 و f(u) = 2u4 − 3u2 + 7 کنید فرض .۴-٢-٢ مثال

آورید. دست

داریم زنجیری قاعده بر بنا حل:
df

dx
=

df

du
.
du

dx
.

ͳطرف از
df

du
= 8u3 − 6u = 8(2x3 − x+ 5)3 − 6(2x3 − x+ 5),

du

dx
= 6x2 − 1.

م�ͳآوریم دست به نتیجه در
df

dx
= (8(2x3 − x+ 5)3 − 6(2x3 − x+ 5))(6x2 − 1).

ͳمشتق�گیریضمن ٢-٣

معادله مثلا نم�ͳشوند، بیان y = f(x) صورت به ΀صری طور به تواب΄ همه

F (x, y) = x7 − 3x4y6 + 5y3x− 4e2xy = 0 (٢-٣)

باشد داشته وجود f مانند تاب΄ چند یا Έی است مم΋ن حال این با کرد. حل x برحسب یا y برحسب نم�ͳتوان را

معادله ͳیعن باشد؛ برقرار (٢-٣) معادله ،y = f(x) اگر که طوری به

x7 − 3x4(f(x))6 + 5(f(x))3x− 4e2x(f(x)) = 0



معادله با f تاب΄ حالت این در باشد. درست f دامنه در x مقادیر جمی΄ ازای به

F (x, y) = 0 (۴-٢)

از بیابیم، را x به نسبت y مشتق بخواهیم و نباشد نیاز (۴-٢) معادله حل اگر است. شده تعریف ͳضمن طور به

دستور

y′ = f ′(x) = −Fx

Fy

با y به نسبت F تاب΄ مشتق Fy و ،y بودن ثابت فرض با x به نسبت F تاب΄ مشتق Fx آن در که م�ͳکنیم استفاده

کنید. توجه زیر مثال به م�ͳنامند. ͳضمن مشتق�گیری را مشتق محاسبه روش این است. x بودن ثابت فرض

است. شده بیان F (x, y) = 2x3+xy2− 3 = 0 معادله توسط ͳضمن طور به y = f(x) تاب΄ مثال٢-٣-١.

کنید. محاسبه را f ′(x)

داریم حل:

Fx = 6x2 + y2 + 0 = 6x2 + y2, Fy = 0 + 2xy + 0 = 2xy.

بنابراین،

f ′(x) = −6x2 + y2

2xy
.

ͳمثلثات تواب΄ مشتق ۴-٢

داریم مشتق تعریف بر بنا ،y = sin x م�ͳکنیم فرض سینوس. تاب΄ مشتق

f ′(x) = lim
h→0

sin(x+ h)− sin(x)

h
= lim

h→0

2 cos(2x+h
2

) sin(h
2
)

h

= (lim
h→0

cos(
2x+ h

2
))(lim

h→0

sin(h
2
)

h
2

) = cos x.

قاعده از استفاده با .f(u) = sinu و باشد x از مشتق�پذیری تاب΄ u = g(x) م�ͳکنیم فرض .١-۴-٢ نتیجه

م�ͳآوریم دست به زنجیری
df(g(x))

dx
=

df(u)

du
.
du

dx
.

یا
d(sinu)

dx
=

d(sinu)

du
.
du

dx
= cosu.

du

dx
.



کنید. محاسبه x به نسبت را f مشتق .f(x) = sin(5x3 + 2x− 1) کنید فرض .٢-۴-٢ مثال

داریم بر بنا .u = 5x3 + 2x− 1 م�ͳدهیم قرار حل:
df(x)

dx
=

d(sinu)

du
.
du

dx
= cos u.

d(5x3 + 2x− 1)

dx
= cos(5x3 + 2x− 1).(15x2 + 2).

داریم مشتق تعریف بر بنا ،y = cos x م�ͳکنیم فرض کسینوس. تاب΄ مشتق

f ′(x) = lim
h→0

cos(x+ h)− cos(x)

h
= lim

h→0

−2 sin(2x+h
2

) sin(h
2
)

h

= −(lim
h→0

sin(
2x+ h

2
))(lim

h→0

sin(h
2
)

h
2

) = − sin x.

قاعده از استفاده با .f(u) = cos u و باشد x از مشتق�پذیری تاب΄ u = g(x) م�ͳکنیم فرض .٣-۴-٢ نتیجه

م�ͳآوریم دست به زنجیری

d(cosu)

dx
=

d(cosu)

du
.
du

dx
= − sinu.

du

dx
.

آورد دست به را تانژانت تاب΄ مشتق م�ͳتوان tanx = sinx
cosx

ͳمثلثات اتحاد از استفاده با تانژانت. تاب΄ مشتق

d

dx
(tanx) =

d

dx
(
sinx

cos x
) =

cosx cosx− (− sinx) sin x

cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
= sec2 x = 1 + tan2 x.

قاعده از استفاده با .f(u) = tanu و باشد x از مشتق�پذیری تاب΄ u = g(x) م�ͳکنیم فرض .۴-۴-٢ نتیجه

م�ͳآوریم دست به زنجیری

d(tanu)

dx
= (1 + tan2 u).

du

dx
.

داد نشان م�ͳتوان مشابه طور به
d

dx
(cot x) = −(1 + cot2 x) = −csc2x.

ͳمثلثات وارون تواب΄ مشتق ۵-٢

وارون g اگر .f ′(x) ̸= 0 �که طوری به باشد مشتق��پذیر x در و وارون�پذیر ͳتابع f م�ͳکنیم فرض .١-۵-٢ قضیه

داریم و است مشتق دارای y در g آنΎاه باشد،� پیوسته y = f(x) در و f تاب΄

g′(y) =
1

f ′(x)
.



پس .x ∈ (−1, 1) آن در که است y = sin−1 x تاب΄ ،y ∈ (−π
2
, π
2
) که x = sin y تاب΄ وارون م�ͳدانیم

داریم ١-۵-٢ قضیه بر بنا

y′ = (sin−1 x)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
.

داد نشان م�ͳتوان مشابه طور به

(cos−1 x)′ =
−1√
1− x2

,

(tan−1 x)′ =
1

1 + x2
,

(cot−1 x)′ =
−1

1 + x2
.

ͳاریتمΎل و ͳنمای تواب΄ مشتق ۶-٢

با است برابر ،x > 0 که f(x) = ln x تاب΄ مشتق الف) .١-۶-٢ قضیه
d

dx
(lnx) =

1

x
.

آنΎاه باشد، x از مشتق�پذیری تاب΄ u(x) > 0 اگر ب)
d

dx
(lnu(x)) =

1

u
.
du

dx
.

١-۵-٢ بر بنا پس ی΋دیΎرند. وارون ،x ∈ R که y = ex تاب΄ و y > 0 که x = ln y تاب΄ .ͳنمای تاب΄ مشتق

داریم

y′ =
d

dx
(ex) =

1

(ln y)′
=

1
1
y

= y = ex.

داریم زنجیری قاعده بر بنا آنΎاه باشد، x از مشتق�پذیری تاب΄ u(x) اگر .٢-۶-٢ نتیجه
d

dx
(eu(x)) = eu(x).

du(x)

dx
.

داریم (ب) ١-۶-٢ بر بنا آنΎاه ،y = ln(3x2 + 4x) اگر الف)� .٣-۶-٢ مثال

y′ =
1

3x2 + 4x
(6x+ 4).

،٢-۶-٢ نتیجه�ی بر بنا آنΎاه �،y = e3+tanx اگر ب)

y′ = e3+tanx d

dx
(3 + tanx) = e3+tanx(1 + tan2 x).

ͳاریتمΎل مشتق�گیری از مشتق محاسبه برای .a ̸= 1 و a > 0 که y = ax م�ͳکنیم فرض .ax تاب΄ مشتق

م�ͳگیریم ͳطبیع لΎاریتم y = ax طرف دو از منظور، این به م�ͳکنیم. استفاده

ln y = ln ax = x ln a.



م�ͳآوریم دست به م�ͳگیریم. مشتق x به نسبت اخیر رابطه طرف دو از سپس
y′

y
= ln a,

یا

y′ = y ln a = ax. ln a.

آنΎاه باشد،� x از مشتق�پذیری تاب΄ u(x) اگر که م�ͳشود نتیجه زنجیری قاعده از .۴-۶-٢ نتیجه
d

dx
(au(x)) = au(x) ln a.

du(x)

dx
.

با است برابر ۴-۶-٢ نتیجه�ی بر بنا y = 23x
2+5x تاب΄ مشتق .۵-۶-٢ مثال

y′ = 23x
2+5x. ln 2

d

dx
(3x2 + 5x) = 23x

2+5x.(ln 2)(6x+ 5).

تاب΄ v(x) آن در که u(x) = loga v(x) شود اختیار اگر ،۴-۶-٢ نتیجه در .loga v(x) تاب΄ مشتق

داشت خواهیم است، x از مشتق�پذیری
d

dx
(aloga v(x)) = aloga v(x) ln a.

d loga v(x)

dx
.

صورت به بالا رابطه ،aloga v(x) = v(x) به توجه با ͳطرف از
d

dx
v(x) = v(x). ln a.

d loga v(x)

dx
,

م�ͳآوریم دست به آن از که م�ͳآید، دست به
d loga v(x)

dx
=

1

v(x)
.
1

ln a
.
dv(x)

dx
.

کنیم خلاصه زیر صورت به م�ͳتوانیم را رابطه این
d loga v(x)

dx
=

v′(x)

v(x)
.
1

ln a
. (۵-٢)

با برابراست (۵-٢) بر بنا log2 x3 + 5x2 + 4 تاب΄ مشتق .۶-۶-٢ مثال

y′ =
(x3 + 5x2 + 4)′

x3 + 5x2 + 4
.
1

ln 2
=

3x2 + 10x

x3 + 5x2 + 4
.
1

ln 2
.

بالاتر مرتبه�های مشتق ٢-٧

نقطه�ی در f تاب΄ اول مشتق را f ′(a) باشد. مشتق�پذیر x = a نقطه�ی در f تاب΄ م�ͳکنیم فرض تعریف٢-٧-١.

م�ͳتوانیم و است A روی ͳتابع f ′ صورت، این در .A = {x|دارد وجود f ′(x)} فرضم�ͳکنیم م�ͳنامیم. x = a

نقطه�ی در f تاب΄ دوم مشتق را x = a نقطه�ی در f ′ مشتق کنیم. صحبت a ∈ A نقطه�ی در f ′ مشتق درباره

اول مشتق اگر ،n ͳطبیع عدد هر ازای به ترتیب، همین به م�ͳدهیم. نشان f (2)(a) یا f ′′(a) با و م�ͳنامیم x = a

م�ͳدهیم. نشان f (n)(x) نماد با و م�ͳنامیم f تاب΄ nام مشتق را آن باشد داشته وجود f (n−1)(x) تاب΄



آورید. دست به را f(x) = (ax+ b)ex تاب΄ دوم مشتق .٢-٧-٢ مثال

با است برابر تاب΄ این اول مشتق حل:

f ′(x) = aex + (ax+ b)ex.

از است عبارت آن دوم مشتق پس است، مشتق�پذیر f تاب΄

f ′′(x) = aex + aex + (ax+ b)ex.



٣ فصل

مشتق کاربرد



و تقعر و مینیمم و ماکسیمم نقاط ،ͳنزول و صعودی بازه�های تعیین در را مشتق از ͳکاربردهای فصل این در

م�ͳکنیم. بیان تاب΄ نمودار عطف نقاط

ͳنزول و صعودی تواب΄ ٣-١

تنها و اگر گوییم صعودی فاصله آن روی را f باشد، شده تعریف فاصله�ای روی f تاب΄ اگر تعریف٣-١-١.

.f(x1) < f(x2) باشیم داشته x1 < x2 که فاصله آن در x2 و x1 هر برای اگر

اگر تنها و اگر گوییم ͳنزول فاصله آن روی را f باشد، شده تعریف فاصله�ای روی f تاب΄ اگر تعریف٣-١-٢.

.f(x1) > f(x2) باشیم داشته x1 < x2 که فاصله آن در x2 و x1 هر برای

قضیه به کرد. استفاده است ͳنزول یا صعودی آنها در تاب΄ که ͳبازه�های تعیین برای م�ͳتوان تاب΄ اول مشتق از

کنید. توجه است آمده اثبات بدون که زیر

باشد. مشتق�پذیر (a, b) بازه در و پیوسته [a, b] بازه در f تاب΄ م�ͳکنیم فرض .٣-١-٣ قضیه

است. صعودی [a, b] فاصله روی f آنΎاه ،f ′(x) > 0 باشیم داشته x ∈ (a, b) هر ازای به اگر الف)

است. ͳنزول [a, b] فاصله روی f آنΎاه ،f ′(x) < 0 باشیم داشته x ∈ (a, b) هر ازای به اگر ب)

روی و صعودی ͳبازه�های چه روی کنید تعیین بΎیرید. نظر در R روی را f(x) = x2 + 5 تاب΄ .۴-٣-١ مثال

است. ͳنزول ͳبازه�های چه

داریم x < 0 هر برای و f ′(x) > 0 داریم x > 0 هر برای که است روشن ،f ′(x) = 6x چون حل:

.f ′(x) = 0 داریم x = 0 ازای به که کنید توجه است. ͳنزولR− روی و +Rصعودی روی f پس .f ′(x) < 0

ͳ΋ی اگر م�ͳنامیم f تاب΄ ͳبحران نقطه را a باشد. f تاب΄ دامنه به متعلق عددی a م�ͳکنیم فرض تعریف٣-١-۵.

باشد. برقرار زیر شرط دو از

.f ′(a) = 0 الف)

باشد. نداشته وجود f ′(a) ب)

کنید. تعیین را زیر تواب΄ ͳبحران نقاط .۶-٣-١ مثال

.f(x) = (x− 1)
2
3 − 3 ب) ،f(x) = 2x3 − 4 الف)

.f ′(a) = 0 زیرا است f تاب΄ ͳبحران نقطه Έی a = 0 الف) حل)

ندارد. وجود f ′(1) زیرا است f تاب΄ ͳبحران نقطه Έی a = 1 ب)

صعودی آنها روی تاب΄ که ͳبازه�های تعیین برای ،۵-٣-١ تعریف و ٣-١-٣ قضیه به توجه با .٣-١-٧ نتیجه

کرد. تعیین را f ′ علامت سپس و آورد دست به را تاب΄ ͳبحران نقاط باید ابتدا است، ͳنزول یا



تاب΄ مینیمم و ماکسیمم ٣-٢

از x هر برای اگر دارد، ͳموضع ماکسیمم Έی یا ͳنسب ماکسیمم Έی c در f تاب΄ م�ͳگوییم تعریف٣-٢-١.

.f(c) ≥ f(x) باشیم داشته باشد x شامل که بازی بازه�ی

دارند. ͳنسب ماکسیمم c در که ͳتوابع نمودار :٣-١ ش΋ل

بازه�ی از x هر برای اگر دارد، ͳموضع مینیمم Έی یا ͳنسب مینیمم Έی c در f تاب΄ م�ͳگوییم تعریف٣-٢-٢.

.f(c) ≤ f(x) باشیم داشته باشد x شامل که بازی

دارند. ͳنسب مینیمم c در که ͳتوابع نمودار :٣-٢ ش΋ل

اکسترمم نقطه این در f گوییم باشد، داشته ͳنسب مینیمم یا ماکسیمم x = c در f تاب΄ اگر تعریف٣-٢-٣.

م�ͳنامیم. x = c در f ͳنسب اکسترمم مقدار را f(c) دارد. ͳموضع اکسترمم یا ͳنسب

م�ͳکند. بیان را تاب΄ اول مشتق و اکسترمم نقاط ارتباط زیر قضیه

داریم آنΎاه باشد، موجود f ′(c) و باشد داشته ͳنسب اکسترمم Έی x = c در f تاب΄ اگر .۴-٣-٢ قضیه

.f ′(c) = 0

ͳنسب اکسترمم دارای نقطه این در و باشد مشتق�پذیر x = c در f تاب΄ اگر که است این قضیه ͳهندس تعبیر

کنید. توجه ٣-٣ ش΋ل به است. ͳافق (c, f(c)) نقطه در y = f(x) بر مماس آنΎاه باشد،



:٣-٣ ش΋ل

x از مقادیری ازای به که دارد وجود f مانند ͳتابع ͳیعن نیست، درست ۴-٣-٢ قضیه�ی ع΋س .۵-٣-٢ ن΋ته

.f(x) = (x− 1)3 کنید فرض مثال برای ندارد. ͳنسب مینیمم یا ماکسیمم نقاط این در تاب΄ این ͳول است، صفر

داریم

f ′(x) = 3(x− 1)2.

داریم x < 1 ازای به و f(x) > 0 داریم x > 1 ازای به اما .x = 1 م�ͳشود نتیجه f ′(x) = 0 معادله�ی از

.ͳنسب مینیمم نه و دارد ͳنسب ماکسیمم نه x = 1 در f درنتیجه .f(x) < 0

نقطه�ی از بازی بازه�ی در f تاب΄ م�ͳکنیم فرض .(ͳنسب اکسترمم�های برای اول مشتق (آزمون .۶-٣-٢ قضیه

باشد. مشتق�پذیر c در احتمالا˦ جز آن نقاط تمام در و باشد پیوسته (a, b) مانند c ͳبحران

ͳنسب ماکسیمم Έی c در f آنΎاه باشد،� ͳمنف (c, b) باز بازه�ی در و مثبت (a, c) باز بازه�ی در f ′ اگر الف)

دارد.

دارد. ͳنسب مینیمم Έی c در f آنΎاه باشد، مثبت (c, b) باز بازه�ی در و ͳمنف (a, c) باز بازه�ی در f ′ اگر ب)

ندارد. ͳنسب مینیمم یا ماکسیمم c در f آنΎاه نباشد، برقرار (ب) و (الف) از هی�Ϳکدام اگر ج)

دارد. ͳنسب مینیمم c در چپ سمت تاب΄ و ͳنسب ماکسیمم c در راست سمت تاب΄ :۴-٣ ش΋ل



ندارد. ͳنسب اکسترمم c در f تاب΄ :۵-٣ ش΋ل

f(x) = 1
3
x3 − 5

2
x2 +6x+12 تاب΄ ͳنسب مینیمم و ماکسیمم اول، مشتق آزمون از استفاده با مثال٣-٢-٧.

آورید. دست به را

با است برابر تاب΄ این مشتق حل:

f ′(x) = x2 − 5x+ 6.

را تاب΄ ͳبحران نقاط هستند. f تاب΄ ͳبحران نقاط 3 و 2 بنابراین، .x = 3 و x = 2 از عبارتند معادله ریشه�های

م�ͳبریم. کار به را اول مشتق آزمون م�ͳدهیم قرار جدول در
x −∞ 2 3 +∞

f ′(x) + − +
f(x) صعودی ͳنزول صعودی
.f(3) = 33

2
و f(2) = 50

3
از عبارتند ترتیب به f تاب΄ ͳنسب ومینیمم ماکسیمم مقادیر م�ͳگیریم نتیجه

و باشد f تاب΄ ͳبحران نقطه Έی c می΋نیم فرض .(ͳنسب اکسترمم�های برای دوم مشتق (آزمون .٣-٢-٨ قضیه

باشند. داشته وجود c شامل بازی بازه�ی در f ′′ و f ′ م�ͳکنیم فرض همچنین، .f ′(c) = 0

دارد. ͳنسب ماکسیمم c در f �آنΎاه ،f ′′(c) < 0 اگر الف)

دارد. ͳنسب مینیمم c در f �آنΎاه ،f ′′(c) > 0 اگر ب)

ومینیمم ماکسیمم دوم مشتق آزمون از استفاده با .f(x) = x3 − 6x2 + 9x + 3 کنید فرض .٣-٢-٩ مثال

آورید. دست به را f تاب΄

با است برابر تاب΄ اول مشتق حل:

f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9.

تاب΄ این دوم مشتق هستند. f تاب΄ ͳبحران نقاط 3 و 1 بنابراین، .x = 3 و x = 1 از عبارتند معادله�ی ریشه�های

با است برابر

f ′′(x) = 6x− 12.



از عبارتند 3 و 1 در f ′′ تاب΄ مقادیر

f ′′(1) = 6− 12 < 0, f ′′(3) = 6(3)− 12 = 6 > 0.

مقادیر دارد. ͳنسب مینیمم x = 3 در و ͳنسب ماکسیمم x = 1 در تاب΄ این دوم مشتق آزمون بر بنا نتیجه، در

.f(3) = 3 و f(1) = 7 از عبارتند ͳنسب ومینیمم ماکسیمم

میΎیریم. نظر در تاب΄ دامنه در را d و c اعداد و f تاب΄ تعریف٣-٢-١٠.

باشیم داشته f تاب΄ دامنه از x هر برای اگر م�ͳنامیم، دامنه�اش روی f تاب΄ مطلق ماکسیمم را f(c) الف)

.f(c) ≥ f(x)

باشیم داشته f تاب΄ دامنه از x هر برای اگر م�ͳنامیم، دامنه�اش روی f تاب΄ مطلق مینیمم را f(d) ب)

.f(d) ≤ f(x)

م�ͳگوییم. نیز تاب΄ مطلق اکسترمم را تاب΄ مطلق مینیمم یا مطلق ماکسیمم

مینیمم و ماکسیمم دارای بازه این روی f آنΎاه باشد، پیوسته [a, b] بسته بازه�ی در f تاب΄ اگر .٣-٢-١١ قضیه

است. مطلق

(a, b) در را آن ͳنسب اکسترمم�های ابتدا ،[a, b]بسته�ی بازه�ی روی f تاب΄ مطلق مینیمم و ماکسیمم تعیین برای

از ͳنقاط x1, x2, · · · , xn آنها در که باشند f(xn) ·و · · ،f(x2) ،f(x1) اکسترمم�ها این کنیم فرض م�ͳیابیم.

اعداد ماکسیمم صورت، این در هستند. (a, b)

f(a), f(x1), f(x2), · · · , f(xn), f(b)

بود. خواهد [a, b] در f مطلق مینیمم اعداد این مینیمم و ،[a, b] در f تاب΄ مطلق ماکسیمم

آورید. دست به [0, 3] بازه�ی در را f(x) = 2x3− 9x2+12x تاب΄ مطلق مینیمم و ماکسیمم مثال٣-٢-١٢.

با است برابر تاب΄ مشتق حل:

f ′(x) = 6x2 − 18x+ 12

اکنون هستند. f تاب΄ ͳبحران نقاط 2 و 1 بنابراین، .x = 2 و x = 1 از عبارتند f ′(x) = 0 معادله�ی ریشه�های

م�ͳدهیم. تش΋یل را ریر جدول و م�ͳبریم کار به را اول مشتق آزمون
x 0 1 2 3

f ′(x) + − +
f(x) صعودی ͳنزول صعودی

ماکسیمم این مقادیر دارد. ͳنسب مینیمم x = 2 در و ͳنسب ماکسیمم x = 1 در f که م�ͳشود دیده جدول در

و f(0) = 0 با برابرند 3 و 0 نقاط در تاب΄ مقادیر .f(2) = 4 f(1)و = 5 با برابرند ترتیب به ͳنسب مینیمم و

است. f تاب΄ مطلق ماکسیمم f(3) = 9 و مطلق مینیمم f(0) = 0 درنتیجه، .f(3) = 9



محصور متر 80 طول به نرده�ای با آن محیط که بسازیم مستطیل ش΋ل به باغچه�ای م�ͳخواهیم .٣-٢-١٣ مثال

شود. ماکسیمم باغچه مساحت تا کنیم انتخاب چطور باید را باغچه این عرض و طول شود.

آنΎاه باشد، باغچه مساحت A اگر باشد. y و x ترتیب به مستطیل این عرض و طول م�ͳکنیم فرض حل:

A = xy. (٣-١)

پس است، متر 80 باغچه طرف چهار نرده�های طول مجموع

2x+ 2y = 80 ⇒ x+ y = 40. (٣-٢)

داشت خواهیم م�ͳدهیم. قرار ٣-١ معادله�ی در و م�ͳآوریم دست به ٣-٢ معادله�ی از را y

A = x(40− x) = 40x− x2.

آوریم. دست به را A′ باید ،A ماکسیمم تعیین برای بنابراین و است وابسته متغیر Έی به تنها باغچه مساحت اکنون

A′ = 40− 2x.

به توجه با .A′′ = −2 داریم ͳطرف از است. A ͳبحران نقطه�ی Έی پس20 ،x = 20 م�ͳشود نتیجه A′ = 0 از

باغچه ابعاد اگر بنابراین دارد. ͳنسب ماکسیمم Έی 20 در A که م�ͳگیریم نتیجه A′′(20) = −2 < 0 نامساوی

ماکسیمم این مقدار م�ͳشود. ماکسیمم آن مساحت شوند، انتخاب متر y = 40 − 20 = 20 و x = 20 با برابر

.A = (20)(20) = 400 با است مساوی

تاب΄ عطفنمودار نقطه و تحدب تقعر، ٣-٣

هرگاه است مقعر بالا به (a, f(a)) نقطه�ی در را y = f(x) تاب΄ نمودار تعریف٣-٣-١.

باشد. موجود f ′(a) الف)

ش΋ل گیرد. قرار نقطه این در برنمودار مماس خط بالای در x = a شامل بازی بازه�ی در f تاب΄ نمودار ب)

م�ͳدهد. نشان است مقعر بالا به M نقطه�ی در که را تاب΄ Έی نمودار از ͳبخش ۶-٣

است. مقعر بالا به I بازه�ی روی f نمودار گوییم باشد، مقعر بالا به I بازه�ی نقطه�ی هر در f تاب΄ نمودار اگر

هرگاه است مقعر پایین به (a, f(a)) نقطه�ی در را y = f(x) تاب΄ نمودار تعریف٣-٣-٢.

باشد. موجود f ′(a) الف)

ش΋ل گیرد. قرار نقطه این در برنمودار مماس خط پایین در x = a شامل بازی بازه�ی در f تاب΄ نمودار ب)

م�ͳدهد. نشان است مقعر پایین به M نقطه�ی در که را تاب΄ Έی نمودار از ͳبخش ٣-٧



. است مقعر بالا به M نقطه�ی در f تاب΄ نمودار :۶-٣ ش΋ل

مقعر پایین به I بازه�ی روی f نمودار گوییم باشد، مقعر پایین به I بازه�ی نقطه�ی هر در f تاب΄ نمودار اگر

است.

است. مقعر پایین به M نقطه�ی در f تاب΄ نمودار :٣-٧ ش΋ل

م�ͳدهد. دست به ͳمنحن تحدب و تقعر تعیین برای ͳآزمون زیر قضیه

باشد. دوم و اول مشتق�های دارای x = c شامل بازی بازه�ی روی f تاب΄ کنیم فرض .٣-٣-٣ قضیه

است. مقعر بالا به (c, f(c)) نقطه در f نمودار آنΎاه ،f ′′(c) > 0 اگر الف)

است. مقعر پایین به (c, f(c)) نقطه در نمودار آنΎاه �،f ′′(c) < 0 اگر ب)

پایین به بازه�ای چه در و بالا به بازه�ای چه در f(x) = x4 − 2x3 + x2 تاب΄ نمودار کنید تعیین مثال٣-٣-۴.

است. مقعر

با است برابر تاب΄ دوم و اول مشتق�های حل:

f ′(x) = 4x3 − 6x2 + 2x, f ′′(x) = 12x2 − 12x+ 2.



.3−
√
3

6
و 3+

√
3

6
از عبارتند f ′′(x) = 0 ریشه�های

x −∞ 3−
√
3

6
3+

√
3

6
+∞

f ′′(x) + − +
f(x) بالا به تقعر پایین به تقعر بالا به تقعر

به (3−
√
3

6
, 3+

√
3

6
) بازه�ی در و مقعر بالا به (3+

√
3

6
,+∞) و (−∞, 3−

√
3

6
) بازه�های در f نمودار بنابراین،

است. مقعر پایین

دارای نقطه این در تاب΄ نمودار اگر م�ͳنامیم f تاب΄ نمودار عطف نقطه�ی را (a, f(a)) نقطه�ی تعریف٣-٣-۵.

شرط دو از ͳ΋ی بازه، این از x هر ازای به که گونه�ای به باشد داشته وجود a شامل بازی بازه�ی و باشد مماس خط

باشد: برقرار زیر

.f ′′(x) < 0 آنΎاه ،x < a اگر و f ′′(x) > 0 آنΎاه �،x > a اگر الف)

.f ′′(x) > 0 آنΎاه ،x < a اگر و f ′′(x) < 0 آنΎاه �،x > a اگر ب)

است. آن عطف نقطه�ی Έی A که م�ͳدهند نشان را ͳتابع نمودار از ͳبخش ٣-٨ ش΋ل�های

است. f تاب΄ نمودار عطف نقطه�ی Έی A نقطه�ی :٣-٨ ش΋ل

است. x = 3−
√
3

6
و x = 3+

√
3

6
طول�های به عطف نقطه�ی دو دارای f تاب΄ ،۴-٣-٣ مثال در مثال٣-٣-۶.

آورید. دست به وجود صورت در را f(x) = 2x4 − 3x+ 5 تاب΄ نمودار عطف نقطه�ی .٣-٣-٧ مثال

با برابرند f دوم و اول مشتق�های حل:

f ′(x) = 8x3 − 3, f ′′(x) = 24x2.

نداده علامت تغییر نقطه�ای Ϳهی در f ′′(x) که ͳآنجای از .x = 0 از است عبارت f ′′(x) = 0 معادله�ی ریشه�ی

ندارد. عطف نقطه�ی تاب΄ این نمودار است،

باشد. تاب΄ نمودار عطف نقطه (a, f(a)) و مشتق�پذیر a شامل بازی بازه�ی در f تاب΄ کنیم فرض .٣-٣-٨ قضیه

.f ′′(a) = 0 آنΎاه باشد، موجود f ′′(a) اگر
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